Lernfahrt WS 25/25
Lineare Algebra
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Herzlich Willkommen auf der Lernfahrt im WiSe 24/25. Da du hier mitfihrst, hast du dein Ma-
thestudium folglich noch nicht aufgegeben und alleine das ist schon einiges wert!

Auf den folgenden Seiten findest du Aufgaben, welche die ersten Themen der Analysis I Vorlesung
abdecken. Falls Fragen aufkommen, so empfiehlt es sich erst ein paar zu sammeln, da diese sich ab
und an auch selbst erkldren. Ansonsten stehen dir viele freundliche Tutoren als Ansprechpartner zur
Verfiigung.

Es ist nicht erforderlich alle Aufgaben an diesem einen Wochenende zu berechnen. Lieber solltest
du dich mit deinen Schwierigkeiten auseinander setzen und alle Themen einmal durchgegangen sein.

WICHTIG: Es ist gut moglich, dass bereits weitere Themen in der Vorlesung behandelt wurden
oder auch in der Klausur vorkommen kénnen. Ebenso geben die Aufgaben keine Garantie, dass die

Klausuraufgaben #hnlich werden. Diese Sammlung ist nur zu Ubungszwecken.

Und nun viel Spass beim Losen :)



1 Mengenlehre

1.1 Aufgabe

Beweisen Sie ohne die Morganschen Gesetze zu nutzen, wobei A,BCQ: ANB=AUB

1.2 Aufgabe

Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen, wobei A, B C
(a) A\BC B

(b) (A\B)N(B\A) C ANB

(c) (AUB)\(ANB) = (A\B) U (B\A)

2 Abbildungen

2.1 Aufgabe
Seien M, N nichtleere Mengen und f : M — N eine Abbildung.

a) Zeigen Sie: Fiir alle Y C N gilt f(f~%(Y)) CY.
Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
i) Ist f surjektiv, so gilt in obiger Aussage Gleichheit.
ii) Ist f injektiv, so gilt in obiger Aussage Gleichheit.
iii) Gilt in obiger Aussage Gleichheit, so ist f surjektiv.
iv) Gilt in obiger Aussage Gleichheit, so ist f injektiv.
b) Zeigen Sie: Fiir alle X C M gilt X C f~1(f(X)).
Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

i) Ist f surjektiv, so gilt in obiger Aussage Gleichheit.

iii

)

ii) Ist f injektiv, so gilt in obiger Aussage Gleichheit.
) Gilt in obiger Aussage Gleichheit, so ist f surjektiv.
)

iv) Gilt in obiger Aussage Gleichheit, so ist f injektiv.

2.2 Aufgabe

Entscheiden Sie, ob die folgenden Zuordnungsvorschriften eine Abbildung M — N definieren. Wenn
ja, geben Sie auflerdem an, ob die jeweilige Abbildung injektiv oder surjektiv ist. Beweisen Sie Thre
Aussagen.

a) M ={a,b,c,d, e}, N={1,2,3,4, 7}, a4, b~ 1,c—7,d— 1 e 2
(a, b, ¢, d, e sind Buchstaben)
b) M={A,B,C}, N={A, 2,4}, A—» 4B~ A C— 2 (A, B, C sind Buchstaben)
) M ={1,2,3, 7.3} €Q N ={(1,1),(2,5),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3)}, § = (2,)
d) M ={o,{o} {2.{a}}}, N ={2,{g}}, X » X\ {2}
) M
) M

C

e

= {0,133 ={0,1} x {0,1} x {0,1} = N, (z,y, 2) = (22,93, 2%)

f)y M ={0,1}> =N, (z,y,2) = (yz,22,2y)



2.3 Aufgabe
Uberpriifen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitit:

a) f:N=>N,z—z+1
b) g:Q =R,z 2?

c) i: RSO 5 R0 p s 22

3 Induktion

3.1 Aufgabe

Beweise: Fiir alle n € N gilt: 6 teilt n® — n.

3.2 Aufgabe

Zeigen Sie unter Verwendung der Beweismethode wollstindige Induktion, dass folgende Aussagen fiir
alle n € N gelten:

(a) 2" < (n+1)!

b) 1+3+5+7+..)=n?

n

() B+22+...4nP=(1+2++n)?

4 Euklidischer Algorithmus und Modulares Rechnen

4.1 Aufgabe

Berechnen Sie folgende Ausdriicke. Verwenden Sie dafiir keinen Taschenrechner und fiithren Sie alle
Rechenschritte nachvollziehbar auf.

(a) 57-7% mod 3
(b

(c
(d) (8609* + 1009°) - 9723 mod 16

) 5
) 310 4520 1-101° mod 4
) 145919 + 2089° mod 9
)

4.2 Aufgabe

Berechnen Sie folgende Ausdriicke. Verwenden Sie dafiir keinen Taschenrechner und fiithren Sie alle
Rechenschritte nachvollziehbar auf.

a

(a) 1111 + 1717 mod 3
(b

)
) 543311313 mod 4

(c) 2111 .2212.2313. 2414 mod 5
)

(d) (222! +2122).23% mod 6



4.3 Aufgabe

Berechnen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler ggT(a, b) fur
(i) a = 333332, b = 222223,
(ii) a = 87654321, b = 12345678

(iii) a = 2494, b = 805.

Bestimmen Sie jeweils ganze Zahlen u,v € Z mit ua 4+ bv = ggT(a,b).

4.4 Aufgabe
Berechnen Sie ggT(a,b) und finden Sie r, s € Z mit ggT(a,b) = ar + bs fiir:

e a=324,b=45

e a=221,b=105

4.5 Aufgabe

Bestimmen Sie fiir welche Elemente [n]ig aus (Z/16Z,©®) eine natiirliche Zahl s mit ([n]16)® = [1]16
existiert, wobei ([n]16)® := [n]16 © - -+ @ [n]16 fiir s € N.

s-mal
Bestimmen Sie fiir jedes solche Element das kleinste s € N mit dieser Eigenschaft.

5 Relationen

5.1 Aufgabe

Sind die folgenden Relationen reflexiv, symmetrisch, transitiv?
(a) R1={(1,2),(2,1),(2,2)} € {1,2} x {1,2}.

(b) Ry = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(3,2),(3,3)} € N x N.

(C) Rs = {(1, 1), (1, 2), (1,3), (3,2), (2,4)} C N x N.
)

(d) Ry = {(z,y) € N x N | es gibt ein n € N und es gibt gewisse (a1, b1),..., (an,by) € R3 mit z =
ai, y="by und b; = a;41 fir allei € {1,...,n—1}}.

(e) Rs ={(z,y)eZxZ|x+y=0}

5.2 Aufgabe

Welche der folgenden Relationen ist eine Aquivalenzrelation auf Z? Beschreibe in diesem Fall die
Aquivalenzklassen.

1. n ~ m genau dann, wenn n + m = 2k fiir ein k € Z.

2. n ~ m genau dann, wenn n + m = 3k fir ein k € Z.

5.3 Aufgabe

Betrachte die folgende Relation auf R?:

(z1,22) ~ (y1,92) = T a€R\{0} mit (y1,y2) = (ax1, az2).

Zeige dass dies eine Aquivalenzrelation ist und gib ein Reprisentantensystem an.



5.4 Aufgabe

Sind die folgenden Relationen Aquivalenzrelationen? Begriinden Sie Thre Antworten.

(a) R ={(z,y) € Ax A| f(z) = f(y)}, wobei f: A — B eine Abbildung zwischen zwei Mengen A
und B sei.

(b) Ry ={((,b), (c.d)) € N2 x N2 [ a+d = b+c}

(¢) R3 ={(z,y) € R x R | zy ist rational}

5.5 Aufgabe

Wir betrachten auf der Menge R der reellen Zahlen die folgende Relation.
R:={(a,b) eRxR|b—a€Z}

Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) R ist eine Aquivalenzrelation auf R. Die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. R bezeichnen wir mit
R/Z.

(b) Die Menge [0,1) := {a € R| 0 < a < 1} ist ein vollstdndiges Repréasentantensystem von R, d.h.
zu jedem a € R existiert genau ein b € [0,1) mit (a,b) € R.

(c) Zeigen Sie, dass folgendermafien eine Verkniipfung auf R/Z definiert wird: Fiir alle a,b € R sei
@®b:=a+ b, wobei @ die Aquivalenzklasse bzgl. R von a € R bezeichne.

(d) (R/Z,®) ist eine abelsche Gruppe.

5.6 Aufgabe
Betrachte die folgende Relation auf R?:

T~Y & T1— Yl =Y — T2.

Priife ob dies eine Aquivalenzrelation ist und gebe gegebenenfalls ein Reprisentantensystem an.

6 Gruppen, Ringe, Korper; Homomorphismen

6.1 Aufgabe

a) Sei (G,0) = (Z/8Z,®) die Menge aller Restklassen modulo 8 zusammen mit der in der Vorlesung
definierten Multiplikation.
Erstellen Sie die zugehorige Verkniipfungstafel. Beantworten Sie die folgenden Fragen unter Ver-
wendung der Verkniipfungstafel:
i) Gilt fir alle [(I]g, [b]g € Z/8Z: [a]g O) [b]g = [b}g ® [(I]g?
ii) Existiert ein f € Z/8Z mit der Eigenschaft: [a]s ©® f = [a]g fiir alle [a]s € Z/8Z7
iii) Falls ein Element f wie in (ii) existiert: fiir welche Elemente [a]s € Z/8Z existiert ein Element
[bls € Z/8Z mit [a]s ® [b]s = f7
b) Fiir welche h € Z/8Z ist die Abbildung

Th:Z/82Z — Z/8Z
g—h®g

bijektiv? Geben Sie fiir jedes solche h die Umkehrabbildung zu 7}, an.



6.2 Aufgabe
Sei G eine Menge und *: G x G — G eine Verkniipfung auf G. (G, *) habe die folgenden Eigenschaften:
(G1) (G, =) ist assoziativ.

(LG2) Es existiert ein f € G mit f*a = a fir alle a € G.

(LG3) Zu jedem a € G existiert ein b € G mit b*xa = f.
Zeigen Sie, dass (G, %) eine Gruppe ist.

(Hinweis: Zeigen Sie zuerst fiir alle a,b € G, dass aus bxa = f auch axb = f folgt.)
6.3 Aufgabe

Sei M eine nichtleere Menge und *: M x M — M eine Verkntipfung auf M, so dass (M, ) assoziativ
ist.

(a) Angenommen es existiert bzgl. x ein neutrales Element e € M. Zeigen Sie fiir alle a € M: Sind
z,y € M mit x*a =e =a*y, dann gilt z = y.
6.4 Aufgabe

Sei G eine Gruppe mit einer geraden Anzahl an Elementen. Zeige, dass es in G aufler dem neutralen
Element e noch ein weiteres selbstinverses Element a gibt, d.h. a-a = e.
Was kann man {iber die Anzahl der selbstinversen Elemente sagen?

6.5 Aufgabe

Auf einem Kérper (R, +,-) seien die Operationen H und [ folgendermaflen definiert:
aBb:=a+b-1,
allb:=a+b—a-b.
Zeigen oder widerlegen Sie: (R,H,[) ist ein Korper.
Falls sie existieren, was sind die neutralen Elemente bzgl. B und 7
6.6 Aufgabe
Seien (G,x*) eine Gruppe und H C G. Zeigen Sie, dass H in (G, x) genau dann eine Untergruppe
bildet, wenn H nichtleer ist und fiir alle a,b € H auch a xb~! € H gilt.
6.7 Aufgabe
Sei f: (R,4+) — (R*,-) definiert durch f(z) =2%. (Hier ist R* = {z € R|Fy e R: zy = yx = 1})
1. Zeige, dass f ein Gruppenhomomorphismus ist.

2. Bestimme kern(f) und Bild(f)

7 Permutationen

7.1 Aufgabe

Schreiben Sie die folgenden Permutationen in eine Darstellung aus disjunkten Zyklen und bestimme
die Ordnung sowie die Signatur.

(i) o1 € Sg, 01 = (175)(256)(3421)(83)
) 09 € Sy, 00 = (2567)%2%(143)23(28)33
(i) o3 € S7,03 = (15)1°1(263)12(47)"
) =

o4 € S5, 04 = [(12)(341)(2531)]'7



8 Komplexe Zahlen

8.1 Aufgabe

Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form a + bi mit a,b € R. Falls aus der Vorlesung
bekannt: Bringen Sie danach die Zahlen in die Darstellung re®.

i) (54 2i)(4 — 3i)
i) 7!

iii) (14 44)~1
1+ 5i
5—14

v) (1 +1)L6

iv)

8.2 Aufgabe

a) Zeigen Sie: Wenn a € C Nullstelle eines Polynoms p mit Koeffizienten aus R ist, so ist die zu «
konjugierte komplexe Zahl @ ebenfalls Nullstelle von p.

b) Schreiben Sie die folgenden iiber C definierten Polynome als Produkt von Polynomen der Form
X — (a + bi) mit a,b € R.

) X1+ X3+2X2+ X +1
i) X2+ 3iX +10
8.3 Aufgabe

Berechne die Losung des folgenden komplexen Linearen Gleichungssystems:

J)

1414 1—1 2
2—-2¢ =2—-2t 1—1

9 Lineare Gleichungssysteme

9.1 Aufgabe

Lose das lineare Gleichungssystem

21’1 — xI9 = =2
6x1 + 6xo = —4
—4x7 — 4dx9 + 323 = 1

iiber dem Kérper K, K € {Q,Q[v2],R,C,Fa, F3,F5, F7,F11,F13}.

9.2 Aufgabe

Fir welche a € K ist das folgende lineare Gleichungssystem eindeutig 16sbar {iber dem Koérper K7
Bestimme alle Losungen des Systems fiir K € {Q,Q[v/2],R,C, Fa, F3,Fs, F7,F11,F13}

1 + I + a3 = 0
r1 + 4xes + 223 = 3
2¢7 + 3axrys + 3 = 1
3r1 + x2 + 23 = 0



10 Vektorraume

10.1 Aufgabe

Sind folgende Mengen Untervektorrdume des R? bzw. R?? Begriinde deine Antwort. Skizziere zuerst
die Teilmengen des R2. Gib fiir die Teilriume jeweils eine Basis an.

—_

Az € R | (21,22, 23) = (422,71 — 72,0)}

\V)

Az eR? |z =29V = —12}

w

Az eR? |22 +22<1
1+ x5

Az eR? | (z1,22) = (21,1)}

e

10.2 Aufgabe

1. Zeige, dassB:z{( _11 ),(g)}und0:2{<g>,< _32 >}BasendesQ2 sind.

2. Bestimme die Koordinaten des Vektors v =3 - ( 11 ) +2. ( ; > bzgl. der Basis C.

10.3 Aufgabe
Bestimme jeweils die Dimension und eine Basis der Teilraums des R3:

1. span((1,-2,1), (2,1, 1), (7, —4,1))

2. span((1,-3,7),(2,0,-6),(3,—1,-1),(2,4, —5))
3. span((1,2,-3),(1,-3,2),(2,—1,5))
4. span((—1,-1,-1),(0,0,0), (1,1,1))

10.4 Aufgabe

Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen Untervektorrdume von Abb(R,R) bilden:
(a) Uy :={f: R—=R| f(—a) = f(a) fir alle a € R}

(b) Uy:={f: R—=R| f(—a) = —f(a) fur alle a € R}

10.5 Aufgabe

Sei K der Korper Z/5Z. Dabei schreiben wir statt & und ® nur noch + und -, sowie fiir a € Z mit
0 < a < 5 statt [a]s nur noch a.

Sei V' der K—Vektorraum K[X]|<4 = {f € K[X] | Grad von f < 4}. Zeigen Sie jeweils, dass V die
lineare Hiille der angegebenen Elemente ist.

(a) X 4+1, X* X344X2 X244, X +4
(b) 2X3+ X2 X2+ X, X3 +2X2% X+ 4+ X% X?2+4

10.6 Aufgabe
Sei K ein Korper.

(a) Sei V ein K—Vektorraum. Zeigen Sie fiir den Fall, dass 1+ 1 # 0 in K gilt: Sind z,y, z € V linear
unabhingig, so auch z + y,x + 2,y + 2.

(b) Sei x = (x1,22) € K? nicht der Nullvektor, sowie y = (y1,72) € K? ein weiterer Vektor. Zeigen
Sie, dass es genau dann ein A € K mit y = Az gibt, wenn z1ys — x2y; = 0 gilt.



10.7 Aufgabe

Im folgenden sind fiir verschiedene Koérper K und natiirliche Zahlen n € N Untervektorraume von K"
angegeben. Bestimmen Sie jeweils eine Basis dieser Untervektorrdume und ergénzen Sie diese zu einer
Basis des ganzen Vektorraumes.

1 1 2
(a) Lin 2 1, 1|, 0 fir K =Z/3Z (und n = 3)
1 1 2
3 2 4 4
(b) Lin 2 1, 2 N Lin 4 1,1 3 fir K =2Z/5Z (und n = 3)
2 0 1 0

10.8 Aufgabe

Betrachte folgende Teilmenge, des R®:

OO O O
OOgr—kor—t
l\DO\;—‘Hi—‘
C»OI\D\.OH[\')

a) Zeige, dass die Vektoren einen Untervektorraum des R® aufspannen.

b) Zeige, dass die Vektoren eine Basis des Untervektorraums sind.

11 Matrizen

Mache dir klar was eine Matrix ist! Insbesondere, was die Begriffe Zeilen- Spaltenrang bedeuten, sowie
was wir unter der Transposition und der Inversen eine Matrix verstehen und wie wir diese berechnen.

11.1 Aufgabe

Uberpriife jeweils, ob die Matrix A invertierbar ist:

1. K =Z;5
1 21 4 1
010 4 3
A=12 4 3 1 2
111 21
2 4 4 0 2
2. FiraeR, K =R
a 1 1
A= a 1
1 1 a
3. K =R,Z3,Z7 und Zi3
2 01
A= -4 3 0
2 10



12 Lineare Abbildungen

Beantworte kurz die folgenden Fragen:
e Wie berechnet man den Rang einer Matrix?
e Welche Daten braucht man, um die Matrix einer Abbildung aufzustellen?

o Kann man injektive, surjektive oder bijektive Abbildungen an ihren Darstellungsmatrizen er-
kennen? Wenn ja, wie?

e Wie héngt die Verkniipfung von Abbildungen mit der Matrizenmultiplikation zusammen?

12.1 Aufgabe
Welche der folgenden Abbildungen sind linear? Begriinde deine Antwort!

1. f1:R*=R3 fi(z,y,2)=(x+y+2z2—20)

2. fo:R*=R3 folr,y,2) = (x+y,y+2—1,2—2)
3. f3:R2 =R, fa(x,y) = (2% +y,x)

4. f1:23 = 2%, fa(z,y) = (z2* +y,2)

12.2 Aufgabe
Eine R-lineare Abbildung f : R? — R3 habe eine Darstellungsmatrix der Gestalt

1 a
M = a —1
b 2

mit a,b € R.
Welche Werte kann die Zahl dim(kern(f)) annehmen?

13 Zusatzliche Aufgaben

Im Folgenden sind einige weitere Aufgaben aufgelistet. Diese sollten erst dann bearbeitet werden wenn
die absoluten Grundlagen, also die oberen Aufgaben, erfolgreich bearbeitet wurden!

13.1 Aufgabe

Sei (G, -) eine Gruppe. Zu festem x € G definiert man auf G eine weitere Verkniipfung o : G x G — G
durch

aob:=a-x-b.
Zeige, dass dann auch (G, o) eine Gruppe bildet. Gib auBerdem das neutrale Element und zu einem
Element a € G das Inverse an.
13.2 Aufgabe

Sei (G,-) eine nichtleere Menge mit einer assoziativen Inneren Verkniipfung (Dies nennt man auch
eine Halbgruppe).

1. Es gebe ein Element e € G mit e - a = a fiir alle a € G. Weiter gebe es zu jedem Element a € G
ein Element ' € G mit ¢’ - a = e.
Zeige, dass (G, -) damit eine Gruppe ist.

10



13.3 Aufgabe

Sei (G, 0) eine Gruppe und a € G. Zeige, dass die Abbildung f : G — G mit f(b) =ao bo a~! einen
Isomorphismus von Gruppen darstellt.

13.4 Aufgabe

Priife ob die nachfolgenden Gruppen von Polynomen den R-Vektorrraum R[X]s bestehend aus al-
len Polynomen mit Koeffizienten aus R vom Grad hoéchstens 5, erzeugen. Sind sie tiberdies Linear
Unabhéangig?

o 1,X3, X% X2 X5—1
e X +1,X%24 X3 X343, X4 +2, X2(X34+X2), X2 +1
e XO4+X*+1, X4+ X2+ X3, X, X0+ X4+ X
13.5 Aufgabe
Die Menge C™ kann sowohl als Vektorraum iiber C als auch iiber R aufgefasst werden. Zeige:
1. Eine iiber C linear unabhingige Menge in C" ist auch {iber R linear unabhéngig.

2. Die Elemente (1—1,1), (2, —141i) € C? sind linear abhiingig iiber C, aber linear unabhingig iiber
R.

3. Finde eine Basis von C2 iiber R.

13.6 Aufgabe
Es sei K ein Korper, K[X] der Polynomring iiber K in der Unbekannten X.

1. Zeige: K[X] ist ein K-Vektorraum. Zeige dann weiter, dass K[X|<,, die Menge der Polynome
vom Grad hdéchstens m, ein Untervektorraum von diesem ist.

2. Es sei K[X]<4 wie oben definiert. Bestimme zu span ({X? + X +5,1, X4 + X — 2}) eine Basis
und ergénze diese zu einer Basis von K[X]<4.

3. Es sei K[X]<,, wie oben definiert. Weiter sei n < m und K[X]<,, entsprechend. Bestimme zu
K[X]<y, eine Basis und ergénze diese zu einer Basis von K[X]|<y,.
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