Aufgaben zur Linearen Algebra
und analytischen (Geometrie fiir Lehramt I
Wintersemester 23/24

Es werden folgende Themen behandelt:

1. Mengen und Zahlen

e Mengen und Abbildungen

o Grofiter gemeinsamer Teiler

e Algebraische Strukturen

« Restklassen und Aquivalenzrelationen

o Komplexe Zahlen und Polynomdivision
2. Grundkonzepte der Linearen Algebra

¢ Vektorrdume und Untervektorrdume
¢ Basis und Dimension
e Matrizen und lineare Abbildungen des K"

e Dimensionstheorie und regulédre Matrizen

Beachte, dass du nicht alle Aufgaben an einem Wochenende 16sen kannst. Daher solltest du dir
aus jedem Kapitel einige Aufgaben ansehen und nicht von vorne nach hinten durchrechnen.
Die Aufgaben sind nicht nach Schwierigkeitsgrad sortiert!

Die Aufgaben dienen zur Wiederholung des Vorlesungsstoffes von Oktober bis Januar. Zur

optimalen Vorbereitung auf die Klausur sind alle Vorlesungsinhalte zu beriicksichtigen. Die
Aufgaben haben also keinen Anspruch darauf alle Vorlesungsinhalte abzudecken.

Viel Spal mit den Aufgaben und viel Erfolg in der Klausur.



1 Mengen und Zahlen

1.1 Mengen und Abbildungen
1.1.1

Gebe eine mathematisch formalisierte Darstellung folgender Mengen an:

a) Die Menge aller Kubikzahlen in Z, die durch 5 oder 7 teilbar sind.

b) Die Schnittmenge der Mengen A und B, wobei A die Menge der Punkte in der z-y-Ebene
ist, deren erste Koordinate Quadrat in Z ist und B die Gerade y = 2x

1.1.2

Es seien A, B und C' drei Mengen. Zeigen Sie:

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

1.1.3

Erginze folgende Definitionen:
1. Eine Abbildung f : X — Y ist injektiv genau dann, wenn....
2. Eine Abbildung f : X — Y ist surjektiv genau dann, wenn....

3. Eine Abbildung f : X — Y ist bijektiv genau dann, wenn...

1.1.4

Untersuche die folgenden Abbildungen auf Injektivitdt und Surjektivitét:

a) f:R—=R fl@) =a%+1

b) f:{0,1} x {0,1} — {0,1} flay) =x+y—ay
c) f:R=R f(x) = sin(z)

d f:R—R f(x):==2+5

e) f:Z—Q flz):=3 A+ (=17 (22 1))
1.1.5

Beweise oder widerlege fur Abbildungen f : My — Ms, g : My — Ms:

a) f ist injektiv, wenn g o f injektiv ist.

) [

b) g ist surjektiv, wenn g o f surjektiv ist.

¢) f und g sind genau dann beide injektiv, wenn g o f injektiv ist.
)

d) f und g sind genau dann beide surjektiv, wenn g o f surjektiv.



1.1.6

Es sei f: R — R definiert durch f(z) = 2> V€ R.
Bestimme die folgenden Mengen:

a) f7H([1,4])

b) f([-1,3])

c) f(f7H(M)) fiix M = (—o0,0]
d) f7HF(M)) fiir M = (—00,0]
1.1.7

Betrachte f :[-3,2] = R,z + 22% — 2
Bestimme das Bild von f.

1.2 Grofiter gemeinsamer Teiler

1.2.1

Was besagt das Lemma von Bezout?

1.2.2

Bestimme den ggT' der nachfolgenden Zahlenpaare:
a) 462,910
b) 24087,33411
c) 30,24

d

)
)
)
) 110,99

Bestimme auflerdem z,y € Z, so dass gilt: a -z +b-y = ggT(a,b).
(Nattrlich nur dort, wo dir die Rechnung nicht zu lang erscheint.)
1.2.3

Es seien a,b € N. Zeige:
Es existieren s,t € Z mit s-a+t-b =1 genau dann, wenn es kein ¢ € N, ¢ > 1 gibt, welches a
und b teilt.

1.2.4

Berechne das multiplikative Inverse:
a) zu 13 in Zjo1

b) zu 6 in Zz

¢) Warum existieren diese Inversen?

1.3 Induktion
1.3.1 Aufgabe

Beweise: Fiir alle n € N gilt: 6 teilt n® — n.



1.3.2 Aufgabe

Zeigen Sie unter Verwendung der Beweismethode vollstdndige Induktion, dass folgende Aussagen
fiir alle n € N gelten:

(a) 2" < (n+1)!

b) 1+3+5+7+..)=n?

n

(¢) B4+ +nd =142+ - +n)

1.4 Algebraische Strukturen
14.1

Wann nennt man eine Menge GG zusammen mit einer Verkniipfung * eine Gruppe?
Wann nennt man eine Teilmenge U C G zusammen mit der Verkniipfung * eine Untergruppe
(U, *) von G?

1.4.2
Es sei G := (R\ {0}) x R, zeige, dass
(a,b) o (c,d) := (ac,ad +b)

eine Abbildung o : G x G — G definiert und dass (G, o) eine Gruppe ist.

1.4.3
Zeige, dass G := R\ {—1} mit der durch

axb:=a+b+ab
definierten Operation eine Gruppe ist. Lose in G die Gleichung

SXyx6=17

1.4.4

Sei G = {e,z,y,a,b,c}. Von der Gruppe (G, o) mit neutralem Elmenet e ist die unten stehende
unvollstdndige Gruppentafel bekannt. Weiter ist bekannt, dass {e,a}, {e, b}, {e,c}, {e,z,y}
Untergruppen von G sind. Vervollstandigen Sie die Gruppentafel von (G, o):

o e x Y a b c




1.4.5

a) Berechne die folgenden Produkte in Sg:

(1 23456\ (123456
77131246 5 31465 2
(1 23456\ (123456
T=\l6 54321 5 412 3 6

b) Lose mit o, 7 wie in a) die Gleichung 0 oz = 7.
c¢) Berechne die Inversen von z, 0, 7.

d) Gib o, 7 und z, sowie ihre Inversen in der Zykelschreibweise an.
(Natiirlich kannst du die Aufgabenteile a) - ¢) auch schon in Zykelschreibweise berechnen.)

1.4.6

Gegeben sei die Gruppe S3 = {e, d, d?, 51, 52, 53} mit
e= (1), d=(123), d* = (132) s1 = (23), s2 = (13), s3 = (12).

a) Zeige, dass die sogenannte alternierende Gruppe Az = e, d, d? eine Untergruppe der S3 ist.

1.4.7

Seien R; und Ry Ringe. Zeige, dass Ry X Ro mit den Verkniipfungen

(r1,7r2) + (s1,52) = (11 + 51,72 + 52)
(7”1,7“2) : (81,82) = (7“181,?"252)

ein Ring ist. Seien R; und Ry nun zusétzlich Korper. Ist R; X Ro kommutativ? Besitzt Ry X Ro
ein Einselement? Gibt es invertierbare Elemente (R; x R2)*? Um welche algebraische Struktur
handelt es sich bei Ry X Ry?

1.4.8
Es seien R := {a—i— b2 | a,be Z} und K = {a+ b2 | a,be Q}. Zeige:
a) R ist mit diesen Einschrankungen und den Verkniipfungen von R ein Ring.

b) K ist mit diesen Einschrankungen und den Verkniipfungen von R ein Korper.

1.5 Restklassen und Aquivalenzrelationen
1.5.1

Untersuche, ob durch folgende Relationen Aquivalenzrelationen definiert sind und gebe gegebenfalls
ein Vertretersystem an:

a) Fiur z,y € Q gelte: x ~ y = x-y>0.
b) Fir z,y € Z gelte: x ~ y = 2 =y.
c) Fir z,y € Z/5Z gelte: x ~y = r+y=x-y.



1.5.2

Es sei M := R?\ {0,0}.
Uberpriife, ob untenstehende Relationen auf M Aquivalenzrelationen sind und gebe gegebenenfalls
eine geometrische Beschreibung der Aquivalenzklassen und ein Reprisentantensystem an.

a) (z1,y1) ~ (x2,y2) < iyl =23+ u3

b) (x1,y1) ~ (2, y2) ~ T+ Y2 =x2+ N

1.5.3

Bestimme die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems iiber Z/5Z:

1+ 22+ w3+ 4y + 25 =3
To + 4x3 + 314 =

jﬂj‘l —1—133‘2 —1—31‘3—1—1‘4 —i—él‘gg =
1+ x2 + 23 + 2204 + 25 =
?I‘l —|—ZI‘2 —|—ZI‘3 —|—§QZ5 =

Sl N S

Bezeichnung: Es gilt 7 = [z]5 fur alle x € Z/5Z.

1.6 Komplexe Zahlen

1.6.1

Seien z = —3 + @z und M = {z,2%,1} c C.

Zeige, dass (M, -) eine abelsche Gruppe ist, wobei - die Multiplikation in C bedeutet.
1.6.2

Schreibe in der Form a + b - ¢ mit a,b € R:

a)\/f

b) 55

c) (i ++/i)?

1.6.3

a) Bestimme den Real- und den Imaginérteil von %

b) Es sei £ =1+ 4. Berechne Re(z),Im(z), 2% und die Polarkoordinatendarstellung von .

1.6.4

Skizziere die folgenden Punktmengen in der komplexen Ebene:
a) {z € C\{i}| % =Z+i}
b) {zeC|l<|z—(2+2i)| <2}



1.6.5

Gebe die folgenden komplexen Zahlen in Polarkoordinaten an.

a) z1 = —14++/-3

b) z9 = —141
c) z3 = =3

d) 2 = g5
1.6.6

Gebe die folgenden komplexen Zahlen in der Form a + bi an.

a) 5-(cos <72r> + sin (;T) i)
b) 8- (cos (Z) + sin (Z) i)

c) 2-(—cos (g) + sin (Z) i)

1.6.7

Wir betrachten die Menge Us := {z € C|z® = 1} C C. Die Elemente von Ug heiflen 8—te
Einheitswurzeln.

a) Skizzieren Sie die Menge Ug in der komplexen Zahlenebene
b) Zeigen Sie, dass Us eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe der komplexen Zahlen ist.

¢) Zeigen Sie durch Angabe eines geeigneten Isomorphismus, dass Ug und Zg isomorph sind.

2 Grundkonzepte der linearen Algebra

2.1 Vektorraume und Untervektorraume

Im Folgenden werden Spaltenvektoren, wie il aus Platzgriinden vereinfacht als Zeilenvektoren
2

der Form (1, z2) geschrieben. Sie sind aber dennoch als Spaltenvektoren zu verstehen.

2.1.1
Welche der folgenden Teilmengen des R? sind Untervektorrdume? Skizziere die Mengen jeweils.

a) U, ::{$1,$2)€R2 ’ 331:—1'2/\1'1:1}

(
b) Uy = {(z1,22) € R* | [z1] < |2}
c) Us:= {(z1,72) € R? | 29 = 23}
d) U, := {(1'171'2) S R2 ’ T = —1'2}
2.1.2

Ist folgende Teilmene des R? ein Untervektorraum?

U= {(wl,mg,xg) e R3 | 221 + 3xo + 23 = O}

7



2.1.3

Wir betrachten den Zs-Vektorraum Z% =75 X L5 X Zs.
a) Wieviele verschiedene Vektoren enthélt 737
b) Wieviele verschiedene Vektoren enthélt der von v := (1,4, 1) aufgespannte Untervektorraum?

c) Liegt (1,1,1) in dem von v := (1,4,1) und w := (2,2,0) aufgespannten Untervektorraum
von Z3?

2.14
1 2
Seien V=R3und U CV mit U := Lin{ | -1, |2
1 0
0 1
Uberpriife, ob | 2 | und/oder | 1| in U liegen.
-1 1
2.1.5

Sei V' ein Vektorraum und seien U, W C V Untervektorrdume von V. Beweise oder widerlege:

a) U NW ist Untervektorraum von V.

b) U UW ist Untervektorraum von V.

c) U\W ist Untervektorraum von V.

2.1.6

Gegeben sei V' = R3. Priife, welche der folgenden Mengen Untervektorrdume von V sind:
a) Uy = {6}

b) Uz = {(z,y,2) €R® |z =y — z}

¢) Us:={(x,y,2) € R | (x,y,2) = (1,0,—-2) + \(—3,0,6), A € R}

d) Ug:=10

2.2 Basis und Dimension

2.21

Gib die Definitionen von Basis, Erzeugendensystem und Dimension an.

2.2.2

Zeige,dassB:z{( _11 ),(;)}und0:2{<g>,< _32 )}BasendesQQSind.



2.2.3

Bestimme jeweils die Dimension und eine Basis des erzeugten Teilraums von R3:

1 2 7
A | —2 |, 1 ][ -4
1 -1 1
1 2 3 2
Bl =3 |, o |.| -1].] 4
7 —6 -1 —5
1 1 2
c) 2 |, =31, -1
-3 2 5
—1 0 1
| -1],1o], |1
-1 0 1

2.24

a) Zeige, dass die folgenden vier Vektoren eine Basis des R* bilden:

1 2 -1 0
Pp— 2 Pyp— O Pp— 0 Pyp— 2
vy = _5 , U 1= 1 , V3 1= 0 , Vg4 = 3
5 -1 1 0
b) Ergénze die beiden Vektoren
1 0
uy 1= 0 U 1= L
L= g 2=
0 0
durch zwei Vektoren aus {v1, v, vs3,v4} zu einer Basis des R*.
2.2.5
Betrachte zwei Untervektorraume
Uy, Uy C R
1 2 0 0 1
. 1 1 1 . 1 1
Uy := Lin ol lol | -1 , Uy := Lin 1o
1 1 1 0 0

1. Bestimme eine Basis von U; N Us

2. Bestimme (U; 4 Us).



2.2.6

a) Zeige, dass die Vektoren

eine Basis des Z} bilden.

b) Stelle die folgenden Vektoren aus Zg als Linearkombination aus ai,as und ag dar:

2 3
1], |1
2 1

2.2.7

Gegeben seien zwei Untervektorriume U und V des R* mit Basen

1 3 0 1 1
1 1 1 0
ol Lol |21 (zu U) ol 1o (zu'V)
2 1 2 0 0

Bestimme Basen fir UNV und U + V.

2.3 Matrizen und lineare Abbildungen des K"
2.3.1

Bestimme die Losungsmenge des Gleichungssystems Ax = b mit

3 2 1 3
A=|(2 1 2l undb=1]0
1 01 2

a) tiber dem Korper K = R

b) tiber dem Korper K = Zs.

2.3.2
1 2 3
Essei A=12 1 2
4 1 2
1
Lose das Gleichungssystem Ax = | —2
—1
2.3.3

Sei folgende Abbildung gegeben:

r1 + 229 — 223 + 314 + x5 — 326
Fu : RS —>R3, FA(f) = | 221 4+ 4ao — 323 + 624 + 325 — 624
T1 + 2x9 + 3x4 + 315 — 326
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a) Begriinde kurz, dass F linear ist.
b) Bestimme eine Basis von Kern(F')

c¢) Bestimme eine Basis von Bild(F')

2.34
Sei K = Zs und F : Z3 — 7% eine lineare Abbildung fiir die

1 9 0 4 0
F(l2]|) = <4>, F(|3]|) = <3> und | 0| € Kern(F)
0 1 1

a) Bestimme explizit die zur Abbildung F' gehorige Matrix A, d.h. F' = Fjy.
b) Ist die Abbildung F' = F4 so eindeutig bestimmt?

c¢) Entscheide, ob die Abbildung F' surjektiv ist.

2.3.5

Gegeben seien die K-Vektorrdume U, V und W und die linearen Abbildungen F' : U — V und
G:V->W.

Zeige, dass G o F' : U — W ebenfalls eine lineare Abbildung ist.

2.4 Dimensionstheorie und reguldre Matrizen

24.1

Uberpriife, ob die Matrix A invertierbar ist:

a) K:Z5

N

Il
N = N O =
R =N
_ = W O~
O N R
N = N W

b) FiraeR, K =R

C) K = R,Zg, Z7 und Zl3

\V)

\V)

11



2.4.2

Seien
Loz L1
A= und B=10 1 2 -1
- -3 1 0 -1 2
0 1 -2
Matrizen.

a) Berechne A - B und B - A. Bestimme weiterhin den Rang von A, B;A- B und B - A

b) Gib zu den Matrizen A, B, A- B und B- A eine Basis des Kerns, des Zeilen- und Spaltenraums
an.

2.4.3
Uberpriife, ob die Matrix

5 T oo
<7i —9) €C

invertierbar ist und bestimme gegebenenfalls die Inverse.
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